Stokastik Matrisin k-inci Kuvveti

Kare Matrisin Ozdegeri ve Ozvektérii

Farz edelim ki A nxn boyutlu bir matristir. A# 0 ve X sttun vektori olmak lzere
AX = AX saglandiginda A ya A matrisinin 6zdegeri, X vektoriine ise bu 6zdegere
karsilik gelen 6zvektor denir. |A — AI| determinantinin kokleri 6zdegerleri verir.

Uyari. Eger matris stokastik matris ise 6zdegerlerden biri A, = 1’dir.

Teorem. A nxn boyutlu ve 6zdegerleri birbirinden farkh bir matris ise, asagidaki
formil ile A matrisinin k-inci kuvveti hesaplanir.
A¥ =2AkB, + kB, + -+ 2AkB, , k=012,...

Burada m =1, 2, ...,nig¢in
X ve Y, , A matrisinin sirasiyla sag ve sol 6zvektorleridir. Yani, A X,, = X,, A, ve
Yoo A =1,V . B, vektorleriise B, = X, Y esitligi ile hesaplanir.
Ayrica X,, Y, = 1'dir.

Bir A nxn matrisinin 6z degerleri A;, 4,, ..., A,, ise 0 zaman
AF matrisinin 6zdegerleri A%, A%, ..., AX olur ve asagidaki esitlik dogrudur.

iz(A*) =2k + 2k + ...+ 2K
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Ornek. P = [0.3 0.7 gecis matrisi olduguna gére p, ve
'pﬁoo) olasiliklarini bulunuz.

Co6ziim. Yukaridaki teoremden
P =2{B, +23B,, |P—A| =024 =1ve A,=-0.1

m =1 icin B; matrisi A; ‘e karsilik gelen 6zvektordir.

X = (3’2) ve PX=XA, icin (8:; 8:3) (Z) —1 (2) .



Yukaridaki denklemin ¢6zimiini ancak X = (i) saglar boylece sag 6zvektor bulunur.

Y=001 Y2) ve YP=1,Yicin

(641 h)(gg 8:§)=1.(3’1 Y2)

= 03y,=08y,

Bulunur ayrica, YX = 1 esitliginden (Y1 Y2) G) =1 = y; +y, =1. Buiki
bilinmeyenli denklem ¢o6zuldiginde y; = %, VY, = %. Sol o6zvektor Y =
(i i) bulunur.
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Pk =2kB, + AkB, denkleminde k = 0 alindiginda,
I= Bl + BZ .

B - 1-B - B, =( 8/11 —8/11)

-3/11  3/11
Yukaridaki P¥ = A¥B, + A%B, denkleminde buldugumuz degerleri

yerine koyarsak
k_ [02 0871 _ k(3/11 8/11) B k(8/11 —8/11)
Pe=[g3 o) =1 3/11 8/11) T CODN 311 3711

p09 = 1100(8/11) + (—0.1)!° (8/11) = (8/11)

{00 — 1100(8/11) 4 (—0.1)1%° 3/11 = (8/11)

Uyari. Bu yontemde 2x2 boyuttan daha buyik matrislerin k-inci kuvvetini bulmak zor

oldugundan asagidaki Teorem veriliyor

Teorem. A nxn boyutlu kare matrisi olsun A, 4,,...,4,'ler de  A'min farkh

dzdegerleri olsun. A’ nin ve A,.'nin fonksiyonlari asagidaki gibi veriliyor.



f(A) = Cn_lAn_l + Cn_zAn_Z + e+ ClA + C()I
FA) =Cr A, Cug, 2 e+ C A+ Cy, T=12,..,0.
Ornek. Bir Markov zincirinin adim gecis matrisi asagidaki gibi veriliyor.
1/2 1/2 0
P = (1/2 0 1/2)
0 1/2 1/2
P Matrisinin k-inci kuvvetini hesaplayalim.

Céziim. n=3 icin PX=C,P? +C,P+C,l

1/2 1/4 1/4
P? = (1/4 1/2 1/4)
1/4 1/4 1/2
olarak hesaplanir. C,, Cy, C, katsayilarini bulabilmek igin dnce P Matrisinin 4, 4,, A3

0z degerlerini bulalim. P matrisi bir stokastik matris oldugundan A; = 1 oldugunu

biliyoruz.

M+ A, +2;=1 ve A3 +2%3 + 23 = (3/2) denklemlerinden

A, = —1/2 ve A; = 1/2 olarak bulunur. Simdi
/’ll]f = 62/112 + C1/11 + Co,
/112( == C2/122 + CIA‘Z + CO

/113( = C2/132 + C12'3 + CO
Denklem takimindan

1 1 1 1
Co= () H3(2) -3
1 1
¢, = (—z)k— (——z)k
4 1 2 1
C; =§—2(E)k+§(—z)k

Katsayilari hesaplanir ve



4 1 2 1 1/2 1/4 1/4
Pk=§—[2(3)k+§(—3)k]<1/4 1/2 1/4>+
1/4 1/4 1/2
/1
2
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1 0
+[[(—§)k+—§(——§)k—is]<o 1 0)
0 O

olarak bulunur.
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